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Abstract 

f~^ , A symplectic integration of a Poisson manifold (M, A) is a symplectic 

^Nj ■ groupoid (F, rj) which realizes the given Poisson manifold, i.e. such that 

the space of units To with the induced Poisson structure Ao is isomorphic 

to (M, A). This notion was introduced by A. Weinstein in Pq] in order 

^ ' to quantize Poisson manifolds by quantizing their symplectic integration. 

Any Poisson manifold can be integrated by a local symplectic groupoid 
(Mil Pj]) but already for regular Poisson manifolds there are obstructions 
to global integrabihty (|,|,jn[,@,||). 
^— N [ The aim of this paper is to summarize all the known obstructions and 

^^ . present a sufficient topological condition for integrabihty of regular Poisson 

Q^ ' manifolds; we will indeed describe a concrete procedure for this integration. 

" ^ , Further our criterion will provide necessary and sufficient if we require F 

to be Hausdorff, which is a suitable condition to proceed to Weinstein's 
program of quantization. These integrabihty results may be interpreted as 
OJj, an generalization of the Cartan-Smith proof of Lie's third theorem in the 

' ^ ' infinite dimensional case. 



o 
o 



^ ■ 1 Introduction 



C^ 



Un groupoide symplectique (F, rj) est un groupoi'de de Lie muni d'une 
structure symplectique rj compatible avec la multiplication partielle (M, p3[ , 
[ESl). L'espace des unites Fq est muni d'une structure de Poisson canonique Aq 
pour laquelle la projection source a est un morphisme de Poisson. Le probleme 
de I'integration symplectique d'une variete de Poisson (Af , A) a ete pose par 
A. Weinstein dans pq |; il consiste a construire un groupoide symplectique (FjTy) 
dont l'espace des unites (ro,Ao) est isomorphe a (M, A). Quitte a deployer F 
(voir pQl), on pent supposer que les fibres de a sont connexes et simplement 
connexes; une telle integration symplectique est dite universelle. L'idee de A. 
Weinstein est d'utiliser I'integration symplectique pour quantifier les varietes de 



Poisson (voir p|, pg, |31 ) 
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L 'integration par un groupoide symplectique local a ete realises dans Q et ]l3| . 
Pour Fintegration globale, il est naturel de s'interesser d'abord aux varietes de 
Poisson regulieres (i.e. celles dont le feuilletage caracteristique T est regulier) et 
plus precisenient aux varietes de Poisson regulieres dont tout cycle evanouissant 
est trivial. Cette condition situe le probleme dans la categorie des varietes de 
Poisson separees ce qui permet des calculs cohomologiques. Dans ce contexte, on 
a les resultats suivants: 

1) il existe des varietes de Poisson non integrables: P. Dazord construit une 
obstruction a I'integrabilitc de ccrtaincs varietes de Poisson dans (5) et g; 

2) les varietes de Poisson totalement aspheriques (i.e. celles pour lesquelles 
le 7r2 des feuilles de T est nul) sont integrables (Q)- 

Le premier but de ce travail est d'exhiber une condition topologique sufli- 
sante pour integrer les varietes de Poisson regulieres sans cycle evanouissant qui 
generalise et resume tous les resultats d'integration connus a ce jour. En fait, on 
donne une construction explicite de leur integration symplectique universelle. 

Les varietes de Poisson regulieres dont Fintegration symplectique est separee 
torment une bonne categorie pour la prequantification proposee par A. Weinstein. 
Pour ces varietes, on obtient une condition necessaire et suflisante d'integration. 

La construction de Fintegration s'appuie sur une theorie de fibres princi- 
paux a groupoide structural qui remplace I'approche par les realisations 
isotropes de Libermann diie a P. Dazord (Q, |^). On est done amcnc a 
introduire dans ce contexte les notions familieres pour les fibres principaux clas- 
siques: cocycle, connexion, courbure et classe de Chern. Cela permet 
d'expliciter I'analogie avec les resultats d'integrabilite de B. Kostant (|l5|), J. M. 
Souriau (Q) ^t A. Weil (||2^). Cette approche amene naturellement a un autre 
aspect: I'utilisation de techniques cohomologiques pour "integrer" les invariants 
cohomologiques de la structure de Poisson. 

La partie technique du travail consiste a demontrer un theoreme d'annulation 
pour la cohomologie (a valeurs dans un faisceau) d'unc submersion; celui-ci est 
le coeur de la preuve du theoreme d'integration. 

1.1 Resultats 

D'apres H], une structure de Poisson reguliere A sur une variete M est 
determinee par le feuilletage caracteristique T engendre par les champs hamil- 
toniens A"/ et la forme feuilletee symplectique definie par cr(A/, Ag) = {/, g\. 
C'est ce point de vue feuillete qui va permettre d'introduire les objets essentiels 
dans la construction do Fintegration symplectique. 

Toute sphere tangente a J- pent etre deformee transversalement en une famille 



continue D de spheres tangentes (voir §3.2). L'integration de a sur ces spheres 



definit une fonction d'aire sur une transversale a T . Si cette fonction possede 
un point critique, on dira que la deformation transverse D est symplec- 



tiquement evanouissante; une telle deformation sera dite triviale si la fonc- 
tion d'aire est constante. Les differentielles des fonctions d'aire engendrent un 
sous-groupoi'dc V{K) du fibre conormal v*!F appele le groupoide des periodes 
spheriques derivees (ou simplement le groupoide derive) de A. 

Comme dans les problemes de I'integration des groupes locaux (|Q) et des 
suites d'Atiyah (H, |l7|] ) ou dans le probleme de la prequantification des varietes 
symplectiques (fl^], |2^, @|), I'integrabilite des varietes de Poisson sera carac- 
terisee par leurs periodes (spheriques derivees). Celles-ci doivent etre annulees 
si I'on veut faire disparaitre les obstructions cohomologiques a I'integration. Par 
consequent, le groupoide quotient Q du fibre conormal v* T par le groupoide 
derive 7^ (A) sera I'ingredient fondamental de I'integration symplectique. On 
resumera cette idee en dissant que Q est le groupoide structural de A. 

Theoreme 1.1 Soit (M, A) une variete de Poisson reguliere. Le groupoide 

structural Q est un groupoide de Lie si et seulement si 

i) le groupoide derive 'P(A) est un sous- groupoide de Lie de v*T etale sur M , 

i.e. toute deformation symplectiquement evanouissante est triviale; 

ii) le groupoide derive V{h.) est plonge dans v* J- . 

En outre, Q est separe si et seulement si P(A) est ferme. 

La condition (i) est I'obstruction a I'integrabilite mise en lumiere par A. Weins- 
tein dans [psj . Les conditions (i) et (ii) impliquent que le groupoide derive est un 
reseau de (M, A) au sens de g] et g; il s'agit de I'obstruction de P. Dazord. En 
outre, ces deux conditions entrainent que les fibres de 'P(A) sont fermees discretes; 
en restriction aux feuillcs de J-', on retrouve ainsi I'obstruction a I'integrabilite 
des algebroides de Lie transitifs de R. Almeida et P. Molino ([||) et K. Mackenzie 
(|17||). Bref, toutes ces obstructions a I'integrabilite n'interviennent en fait que 
pour assurer que le groupoide structural G est un groupoide de Lie. 

Examples 1.2 (1) Soit T le feuilletage horizontal sur M — S'^ x R dcfini par 
I'equation dt ~ 0. Soit vq la forme volume canonique sur S^. La forme fcuilletee 
symplectique a representee par u; = (1 + t^)uo definit une structure de Poisson 
A = [J^, a) sur Af . Le groupoide derive, qui est cngendre par la 1-forme 2tdt, 
n'est pas un groupoide de Lie. 

Get exemple de A. Weinstein (voir p8[ ) montre que le groupoide structural 
Q n'est pas en general un groupoide de Lie. L'exemple suivant montre que la 
condition de plongement est aussi essentielle: 

(2) La structure de Poisson sur S'^ x M de l'exemple (1) induit une structure de 
Poisson A sur I'ouvert M obtenu en otant le point {N, 0) , oii iV est le pole nord 
de S'^. II n'y a plus de deformation symplectiquement evanouissante, mais le 
groupoide structural Q n'est toujours pas un groupoide de Lie. 

Si le groupoide derive est plonge dans i/*.7-" etale sur M, alors les fibres sont 
discretes, mais ces deux conditions ne sont pas equivalentes d'apres l'exemple (2). 



Les analogies etablies et le precede de construction de I'integration symplec- 
tique (voir §4) permettent d'interpreter le theoreme suivant comme una extension 
du theoreme de Cartan-Smith qui etablit le 3eme theoreme de Lie (cf. [pSf): 

Theoreme 1.3 Soit (M, A) une variete de Poisson reguliere dont tout cycle 

evanouissant est trivial. Si 

i) le groupoide structural Q est un groupoi'de de Lie, 

a) la variete de Poisson (M, A) est transversalement complete, i.e. il existe 

un supplementaire du fibre tangent du feuilletage image reciproque de T sur Q , 

alors (M, A) est integrable. 

Si G est separe, la variete de Poisson {M, A) est evidemment transversalement 



complete (voir §3.7). D'autre part, le groupoide structural d'une variete de Pois- 
son totalement aspherique (i.e. tout cycle evanouissant est trivial et le tt2 des 
feuilles est nul) est isomorphe a i'*^ et Ton retrouve le theoreme fondamental de 
0: 

CoroUaire 1.4 Si (Af, A) est une variete de Poisson reguliere totalement asphe- 
rique, alors (A/, A) est integrable. □ 

Reciproquement, on montre le theoreme d'obstruction suivant qui resume les 
obstructions prealablement etablies (g], |§], flj, |g8[) dans le cas general des 
varietes de Poisson regulieres: 

Theoreme 1.5 Si une variete de Poisson reguliere (Af, A) est integrable, alors 
le groupoi'de structural Q est un groupoide de Lie. 



D'apres le theoreme 1.3, il semble raisonnable d'ajouter une nouvelle obstruc- 
tion, a savoir la completion transverse de (Af, A). En fait, le procede de [|11[ 
permet de montrer une condition necessaire proche de la completion transverse 
(en elargissant la notion de cycle evanouissant coherent de ]ll[). Neanmoins, 
le probleme de I'existence ou non d'un supplementaire invariant reste ouvert. 

La quantification d'apres A. Weinstein (voir p8| et [pl|) amene a s'interesser 
aux varietes de Poisson dont I'integration symplectique est separee: 

Theoreme 1.6 Une variete de Poisson reguliere (Af, A) est integrable par un 
groupoide symplectique separe si et seulement si tout cycle evanouissant est trivial 
et le groupoide structural Q est un groupoide de Lie separe. D 

Les conditions d'integration se simplifient si le groupoide d'homotopie 



Tii{J^) (voir §2.4) est localement trivial. On remarque que les cycles evanouissants 



d'un tel feuilletage sont triviaux. La proposition 3.3 permet d'enoncer le resultat 
suivant: 



Corollaire 1.7 Une variete de Poisson reguliere (Af,A) d groupoi'de d'homotopie 
localement trivial est integrable si et seulement si le groupoi'de derive P(A) est 
un sous- groupoi'de de Lie de v*J- a fibres fermees discretes. □ 

Exemples 1.8 On donne des exemples de structures de Poisson A = {T, a) dont 
le groupoi'de d'homotopie est localement trivial: 

1) Si J-^ est defini par une action localement libre d'un groupe de Lie G et puisque 
G est aspherique, A est integrable d'apres le corollaire 



1.4 



2) Si T est riemannien complet, A verifie la condition du corollaire 1.7 d'apres 



3) Une structure cosymplectique (|16 ) sur une variete M est la donnee d'une 
l-forme fermee 9 et d'une 2-forme fermee oj telles que 9 /\ uj^ soit un forme 
volume sur M . Le feuilletage J- defini par I'equation = et la forme feuilletee 
a representee par w definissent une structure de Poisson A sur M . Si le champ 
de Reeb R (defini par iB.9 = 1 et iruj — 0) est complet, le K-feuilletage de Lie 



T est complet et done verifie la propriete du corollaire |1.7| . Puisque le groupoi'de 
derive est nul, A est integrable. En fait, puisque uo est fermee, A est toujours 
integrable d'apres 0]. 

4) Soit T un feuilletage totalement geodesible. En procedant comme dans ||l[, 
ce cas se ramene au cas (1) a I'aide du theoreme de structure de G. Cairns (voir 

[!)■ 



Exemples 1.9 Soient J^ un feuilletage transversalement orientable de codimen- 
sion 1 et A = (JF, a) une structure de Poisson sur une variete compacte M de 
dimension 3. D'apres le theoreme de stabilite de Reeb et le theoreme de Novikov, 
il y a trois cas possibles: 



1) T est totalement aspherique et done A est integrable d'apres le corollaire 1.4; 

2) !F est la fibration triviale en s phe res et A est integrable si la fonction d'aire 
est constante d'apres le corollaire 



1.7 



3) J^ possede une composante de Reeb qui supporte un cycle evanouissant non 
trivial et dans ce cas aucune structure de Poisson A n'est integrable d'apres |11| . 

2 Varietes de Poisson regulieres 

Le but de cette section est de rappeler la description des varietes de Poisson 
regulieres en termes de formes feuilletees (voir H et [ll|). 

2.1 Formes feuilletees et formes pures 

i) Soit (Af, JF) une variete feuilletee. Soient {Q.*{M),d) le complexe de De Rham 
et (J7*M, J^),d) le sous-complexe des formes relatives, i.e. des formes qui 
s'annulent sur les feuilles de J-. Le complexe {Q,*{J-), djr) des formes feuilletees 



est le complexe quotient et sa cohomologie H* (JF) est la cohomologie feuilletee 
de (M,J^). 

ii) Le choix d'un supplementaire NJ- de TJ-' permet d'obtenir de bons represen- 
tants des formes feuilletees. Soit i^*T le fibre conormal dont les sections sont les 1- 
formes relatives. La decomposition T*M — v* T ®T* J^ induit une decomposition 
de Q,*{M) et d en formes pures et composantes pures 

^"\M) = ^ ©^^f]P-«(Af ) d = do,i + rfi^o + rf2,-i 

iii) Si Ton considere r2''(A/) — 0i7P'^(M) comme un module filtre de degre 
filtrant p, on obticnt la suite spectrale de Leray-Serre 

Puisque le terme E^'''^{!F) = ^^•'^{M) et la differentielle dg est induite par do,i, 
on a: 

iv) Soit L est la forme de Liouville sur u* T. Les champs H definis par 

(2.1.1) ifjL = ifjdL^O 

engendrent un feuilletage H appele le feuilletage releve de JT. Le fibre tangent 
TTC est le sous-fibre horizontal de la connexion partielle de Bott definie par 

pour tout champ X G X{T) et toute section /i de i'*!F. Brcf, i^*JF est un fibre 
vectoriel JF-feuillete (au sens de [^) dont les sections feuilletees sont les 
l-formes basiques, i.e. les 1-formes n telles que ixH — ixdfi = pour tout 

X e x{T). 

v) L'espace ^^{T^v*!^) des q- formes feuilletees a valeurs dans v*T est 

I'espace des sections du fibre vectoriel {/\'' T* !F)®v* T . La differentielle exterieure 
covariante 

T.^<,{~^r^'^{[X^,X,l . . . ,X„ . . . ,X„ . . . ,X,+i) 

verifie d^ = car la courbure de V est nulle. La cohomologie H*{T]v*!F) du 
complexe (ri*(.F; v*!F),djr) est la cohomologie feuilletee de (M, IF) a valeurs 
dans v*T. Alors, on a: 

eI-\F)^H''{T;v*T) 



2.2 Formes feuilletees symplectiques 

Une forme feuilletee est un element d'un quotient, mais on verifie aisement 
que ses puissances exterieures et son evaluation sur les vecteurs tangents a T 
sont bien definies. Une 2-forme feuilletee a g ^{T^ est dite symplectique si 
i) djra = 

ii) l\ a est non nuUe en tout point dc M oil dirtiT — Ik. 

Une telle forme feuilletee definit une structure de Poisson A sur M dont le feuil- 

letage caracteristique est T. 

A la structure de Poisson A = {T , a) , on associe les deux elements de la suite 
spectrale de Leray-Serre definis par 

ii) di[A] = [di,ow] e e\;'^{T) = H^{T;v*J-) 

oil CO est un representant pur de type (0, 2) de a et di est la differentielle de la 
suite spectrale induite par di q. Ce sont des invariants essentiels de A. 



2.3 Algebroides de Lie 

Une structure de Poisson A = {J-, a) sur une variete M definit une structure 
d'algebroide de Lie (@) sur le fibre cotangent T*M (Q, [^3)) donnee par: 

i) le morphisme de fibres vectoriels A#: T*M — > TM qui, a toute 1-forme /i, 
associe le champ A'^/x tangent a J- tel que i»^ a — —JI, oil JI est la classe 

feuilletee de /i; 

ii) le crochet de Lie 

{^^l,^J■2} = *A#/i/^2 "*A#/X2^^i +dA{fii,n2) 

pour lequel A'^: 0^(A/) -^ X{M) est un morphisme d'algebres de Lie qui verifie 
{Mi, /A'2} = /{Mi,M2} + (^A#ui-^)^2 pour toute fonction / G C°°{M). 

Le noyau du morphisme A^ est le fibre conormal i/*T. C'est un algebroide 
de Lie vectoriel, i.e. un fibre en algebres de Lie abeliennes. De fagon precise, 
on a une extension d'algebroi'des de Lie 

(2.3.2) -> iy*T — > T*M ^ TJ' -> 

L'algebroi'de de Lie TT agit sur le noyau i'*^ a I'aide de la connexion partielle 
de Bott. Pour tout couple Xi et X2 de champs tangents a T, on considere le 
couple /ii = —ixi^ et ^2 = —ix2^ de 1-formes pures de type (0, 1) pour le choix 
d'un supplementaire de TT. La 2-forme feuilletee fermee il G ^^{^', v*T^ dcfinie 
par 



represente une classe de H'^{J-]v*!F) qui caracterise I'extension: 

Proposition 2.1 (0) L'algebroi'de de Lie T*M de (M, A) est I'extension de 
TJ- par V* T (relative a la connexion partielle de Bott) de classe di[K\. □ 

2.4 Integration de Poisson 

Soit {Mq.Tq) une variete feuilletee (ou Ton modifie les notations precedentes 
par I'adjonction d'un indice 0). Le groupoide d'homotopie ni(J^o) (1^31) *^^* 
le quotient de I'espaee des chemins contenus dans les feuilles de J-q (muni de la 
topologie compact-ouvert C°°) par la relation d'homotopie dans les feuilles de 
To- C'est un groupoide de Lie (voir [Q) dont I'espaee total M est separe si, et 
seulement si, tout cycle evanouissant de Tq est trivial (voir |Q). Les projections 
source ao et but /?o definissent un meme feuilletage image reciproque T — a^To = 
/JgJ^o dont les feuilles sont les groupoides d'homotopie des feuilles de J-q. Ce 
feuilletage est invariant par I'involution lq de Iii{J^[)) et sa trace sur Mq est egale 
a J^Q. 

i) Les applications ao, /3o, to induisent des morphismes des complexes de formes 
relatives et de formes feuilletees. 

ii) On fixe une decomposition TM^ = NJ-q © TJ-q et Ton note p la projection sur 
T!Fq. Le noyau de I'application 

(p X p)o(/?o, ao)*: TM -> TAfo ® TAfo -> TTq ® TT^ 

est un supplcmcntairc de TT . On dira que ces decompositions de TM et TMq 
sont adaptees I'une a I'autre. Dans des decompositions adaptees, les applica- 
tions ao, /3o, t-o induisent des morphismes des complexes de formes pures de type 

iii) Soit ^*(T,Tq) le complexe des formes feuilletees relatives qui s'annulent 
sur Mq. En utilisant des decompositions adaptees, on obtient un isomorphisme de 
r2°^'(Af, Mo) dans ^'^{T.J-q) et une suite spectrale de Leray-Serre relative 

i?p'«(^,^o)^i?^+nA^,A^o) 

En outre, toute structure de Poisson Ao = (Tq,o^) sur Mq se releve en une 
structure de Poisson A sur M qui en fait un groupoide de Poisson au sens de 
[ p9| (voir W\). Cette structure de Poisson est determinee par le feuilletage T et 
la forme feuillete relative a = aQiTo — /SqCTo. 

3 Periodes spheriques et groupoide structural 

Le probleme de I'integration symplectique de (M, A) consiste a construire un 
groupoide symplectique dont I'algebroide de Lie est isomorphe a I'extension T*M 



de T!F par v*T. Ces deux derniers algebroi'des de Lie sont integrables. Le fibre 
conormal v*!F est un groupoide de Lie (plus precisement un fibre en groupes) qui 
est visiblement I'integration de I'algebroi'de de Lie v* T. En outre, le groupoide 
d'homotopie Iii{J-) realise I'integration de TT. L'integrabilite de (M, A) sera 
caracterisee en termes de periodes spheriques de la classe di\K\ de I'extension. 
Leur construction sera le premier but de cette section. On s'interessera ensuite 
aux structures difFerentiable et feuilletee du groupoide quotient Q Ae v* T par ces 
periodes spheriques. C'est dans la construction de ce groupoide que se retrou- 
veront toutes les difRcultes et toutes les obstructions a l'integrabilite. En parti- 



culier, on prouvera le theoreme 1.1 au §3. 



3.1 Le groupoide d'homotopie Yi2{^) 

Soit J- un feuilletage de dimension n et de codimension m sur une variete M . 
Soit C°°{S^,J^) I'espace des applications difFerentiables de S^ dans les feuilles 
de T muni de la topologie compact-ouvert C°°. Si N designe le pole nord de 
5^, la projection p: s & C°°{S^,T) i — > s{n) G M est continue et ouverte. Soit 
n2(^) le quotient de C°°{S'^,!F) par la relation d'homotopie dans les feuilles de 
T relative k N et q: C°°{S^,J^) — > Il2{^) la projection quotient correspondante. 
La projection induite p: Il2(T) — > M est aussi continue et ouverte; sa fibre en 
un point x est le groupe d'homotopie tt2{Lx,x) de la feuille Lx passant par x. 
Bref, II2 {J-) est un groupoide (plus precisement un fibre en groupes) topologique 
appele le groupoide d'homotopie de JF d'ordre 2. 

3.2 Structure different iable sur n2(J?-^) 

Soit s: {S'^,N) — > {M,x) une application differentiable dont I'image est con- 
tenue dans la feuille de J- passant par x; on dira que s est une sphere tan- 
gente a T. Soit E le fibre vectoriel image reciproque de i'*J^ par s. A I'aide 
d'une metrique riemannienne, on construit une application differentiable D d'un 
voisinage de la section nuUe de E dans M prolongeant s et transverse a T, qui 
induit un diffcomorphisme de la fibre de N sur une transversale V passant par x. 
D'apres le theoreme de stabilite globale de Reeb, le feuilletage image reciproque 
D*T est trivialise par la connexion de Bott. Bref, s se prolonge en une applica- 
tion differentiable D: S^ x V ^ M transverse a T telle que le feuilletage image 
reciproque 1-1 = 0*^ est le feuilletage horizontal en spheres sur S"^ x V. On dira 
que D est une deformation transverse de s. 

Toute deformation transverse D peut etre epaissie en un tube de spheres 
tangentes. Pour cela, soit (C/; xi, . . . , a;„, yi, . . . , ym) une carte locale distinguee 
pour laquelle la transversale xi = . . . — Xn = est contenue dans V. Solent 
(pj , . . . , (^" les flots des champs tangents g|-, . . . , g|-. L 'application differentiable 



T-.S'^xU^M definie par 

r(z, Xi, . . . ,Xn,yi, ■ ■ ■ .Vni) ^ ^pI^o . . . o(y9^^ {D(z, ^1, . . . , Vn)) 

prolonge la deformation transverse D. On dira que T est un tube de spheres 
tangentes. Tout tube T definit des applications continues 



(3.2.1) 



u c°°{s'^,r) 



oh T est une section de la projection p. Ces applications r definissent un atlas et 
done une structure difFerentiable sur 112 (J^) pour laquelle p est un diffcomorpliis- 
me local. Bref, on a le resultat suivant: 

Proposition 3.1 Le groupoi'de Il2{J-) est un groupoi'de de Lie etale sur M . □ 

Exemples 3.2 (1) Soit 112 (M) le groupoi'de d'homotopic d'ordre 2 d'unc variete 
M. Solent V un voisinagc contractile d'un point xq et 7 un chemin dans V 
d'extremite xq. L'isomorphismc induit 7^: tt2{M, x) -^ 7r2(M, xq) ne depend que 
de I'origine x de 7. Les homconiorphismes 

[s] ep-\V)^is{N),-f#{[s])) eT/x7r2(M,xo) 

definissent une structure de variete sur 112 (M) qui en fait un fibre localcmcnt 
trivial de fibre 7r2(M, xo) et de groupe structural 7ri(M, xo). Evidemment, ce 
fibre est trivial si M est 2-simple, i.e. Taction de 7ri(M, xo) sur tt2{M,xo) est 
triviale. 

(2) Solent it: M ^ B un fibre localcmcnt trivial dont la fibre F est 2-simple et T 
le fcuillctage dcfini par n. Soit 112 (tt) le fibre associe de fibre tt2{F). Le groupoi'de 
d'homotopic 112 (.7^) est le fibre image reciproque de 112 (tt) pa-r tJ"- 

(3) On a une situation analogue si J-" est un feuilletage defini par une submersion 
surjective tt: M -^ B a fibres 2-simples. Le groupo'ide d'homotopic 112 (JF) est 
trivial en restriction aux fibres de tt et done definit par projection un groupo'ide 
de Lie I12{tt) etale sur B. On dira que 112 (tt) est le groupo'ide d'homotopie 
d'ordre 2 de n. 

Les fibres de uq: Ili{!F) -^ M sont les revetements universels des feuilles de JF 
de projection Pq. Celle-ci induit done un isomorphisme (Po)*' 112(0^0) ^ ^2{^)- 
D'apres les exemples (1) et (2) ci-dessus, on a le resultat suivant: 

Proposition 3.3 Le groupoi'de d'homotopie Ii2{J^) est localement trivial en res- 
triction a chaque feuille de J- . Si Ili{J^) est en plus localement trivial, alors il 
en est de meme pour 112 (.F). □ 
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3.3 Integration et periodes 

Solent A = {T, a) une structure de Poisson et 57 G ^^(^; iy*J-) un representant 
de la classe di[A]. Soit D: S^ x V ^ M une deformation transverse d'une 
sphere tangente s: {S'^,N) -^ {M,x). On designe par H le feuilletage horizontal 
en spheres sur S"^ x V. La 2-forme feuilletee fermee D*fl e n^{H;iy*H) est 
representee par une forme pure 5 de type (1,2) pour la trivialisation canonique 
de T*{S'^ X V). L'integration sur les fibres du fibre trivial S'^ x V au-dessus de 
V definit une l-forme 



n = 4 6 

D Js^ 

sur V. Les proprietes de ^ impliquent que celle-ci est independante de la tri- 
vialisation de T*(S'2 X V). 

De fagon analogue, la 2-forme feuilletee fi s'integre sur un tube T prolongeant 
D en une l-forme basique Jj, 51 sur I'ouvert distingue correspondant U qui etend 
la l-forme /^ 57 sur la transversale V. 

On considere le morphisme d'integration 



qui, a la section r: U -^ Il2{J-) definie par un tube T d'apresle diagramme (3.2.1), 
associe la l-forme basique J^, 57 sur U. D'apres le theoreme de Stokes, c'est un 
morphisme de groupo'ides de Lie bien defini qui ne depend que de la classe di [A] 
de 57. Son image V = V{A) est un sous-groupoi'de algebrique de 1/*^^ appele le 
groupoide des periodes spheriques derivees de A. 

Proposition 3.4 Le groupoide derive V est sature pour la connexion partielle 
de Bott sur v* T . 

Demonstration Puisque les integrales de 51 sur les tubes sont des 1-formes 
basiques, le groupoide derive V est horizontal pour la connexion partielle de 



Bott. D'apres la proposition 3^, n2(.F) est localement trivial en restriction aux 



feuilles de T et done il en est de meme pour V . D'oii la proposition. □ 

3.4 Structure different iable sur V 

Si /C designe le noyau du morphisme d'integration, on a une suite exacte de 
groupoi'des topologiques 

^ /C — > n2(JP) -^ P ^ 

oil le groupoide derive V est muni de la topologie quotient. 

L'exemple ^j-1 suggere la definition suivante: une deformation transverse D 
d'une sphere tangente s: (5^,iV) -^ {M,x) est symplectiquement evanouis- 
sante si /^ 57(x) — 0; une telle deformation est triviale si J^ 57 = 0. 
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Proposition 3.5 Les conditions suivantes sont equivalentes: 

i) le groupoide V est un sous-groupoide de Lie de v*T etale sur M ; 

ii) le noyau K. est un sous- groupoide de Lie plonge de 112 (^); 

Hi) toute deformation symplectiquement evanouissante est triviale. 

Demonstration On montre tout d'abord que les conditions (i) et (ii) sont 
equivalentes (cf. Q et pl|). Si V est un sous-groupoide de Lie de v*T etale 
sur M, le morphisme d'integration Lq: n2(J^) -^ V est un diffeomorphisme local. 
Son noyau K. — L^^{M) est done un sous-groupoide de Lie plonge de 112 (^). 

Reciproquement, soit TZ la relation d'equivalence sur 112 (JF) definie par Taction 
de JC, c'est-a-dire I'image reciproque de K. par I'application difference 

([si], [s2]) e U2{T) xm Ti^iT) ^ [s2] - [si] e n2(.F) 

oil U2{T) X M^2{J') est le produit fibre {([si], [^2]): si{n) — S2{n)}. La condition 
(ii) implique que 7?. est une sous-variete plongee de ^2{J^) >^m^2{^)- De plus, la 
projection sur le premier facteur se restreint en une submersion surjective de TZ 
sur n2(.F). D'apres le critere de Godement (voir |2^), le quotient V = Il2{T)/IC 
est muni d'une structure de variete (qui en fait un groupoide de Lie) pour laquelle 
la projection Iq est une submersion surjective. L'inclusion de V dans h'*J- est 
un morphisme injectif de groupoides de Lie. Puisque Il2{J') s'etale sur M, il 
en est de meme pour V qui devient ainsi immerge dans iy*J-. Bref, V est un 
sous-groupoide de Lie de i/*!" etale sur M. 

Pour montrer I'equivalence entre (ii) et (iii), on considere une deformation 
transverse D d'une sphere tangente s. Un tube T qui prolonge D definit un 
voisinage W — t{U) de [s] diffeomorphe a I'ouvert distingue U associe a T. 
L'equivalence est une consequence immediate des remarques suivantes: 

1) la classe [s] G /C si et seulement si la deformation D est symplectiquement 
evanouissante; 

2) le voisinage W de [s] est contenu dans /C si et seulement si I'integrale Jj, fl est 
nuUe. Or cette 1-forme basique est nulle si et seulement si J^ il = 0. □ 

3.5 Groupoide structural: structure differentiable 

Soit V le groupoide des periodes spheriques derivees de A. On considere la 
suite exacte de groupoides topologiques 

(3.5.2) O^V — yiy*T ^g ^0 

oil g est le groupoide quotient v*J^/V. On dira que Q est le groupoide struc- 
tural de la variete de Poisson (M, A). En procedant comme dans la preuve de la 
proposition 3.5, on dcmontre le theoreme [l.l| , a savoir que Q est un groupoide de 



Lie si et seulement si le groupoide derive V est un sous-groupoide de Lie plonge 
de v*T etale sur M. 
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3.6 Groupoide structural: structure feuilletee 

On supposera desormais que Q est un groupoide de Lie. Soient L la forme de 
Liouville sur le fibre conormal p: v* T ^ M et S \e feuilletage image reciproque 
de T par p. La 1-forme feuilletee $ G ^^(5; 1^*8) definie par 

$(X) ^ ixdL 

sera appelee la forme de Maurer-Cartan de 1/*^. Son noyau est le sous-fibre 
horizontal de la connexion partielle de Bott d'apres ( |2.1.1[ ). Cette forme feuilletee 
verifie les proprietes suivantes que Ton deduit aisement de I'ecriture locale de la 
forme de Liouville L: 

1) $(/i*) = p* fJ- pour tout champ invariant a gauche /i* associe a une section fi 
de I'algebroide de Lie i/*T. 

2) $ est invariante a gauche, i.e. pour toute 1-forme basique /i, on a 

oil Ln est la translation a gauche pour la structure de groupoide sur i'*!F; 

3) ds'^ = 0. 

La forme de Maurer-Cartan verifie en fait la propriete d'invariance suivante: pour 
toute section ^ de v*T, on a 

(3.6.3) (L;,)*$-$=p*d^/i 
et done 

(3.6.4) ^^*<P = d^^i 

Puisque V est horizontal pour la connexion partielle de Bott, tons les objets 
precedents sont projetables par q: v*T — > 5 et dcfinisscnt des objets analogues 
sur Q. On dira que le groupoide de Lie abelien Q est JF-feuillete. 

3.7 Completion transverse 

On designe encore par S le feuilletage image reciproque de T par la projection 
p: 5 ^ M. Si le groupoide structural Q est separe, on pent toujours construire 
un supplementaire NS de TS a I'aide d'une metrique riemannienne. Si Q n'est 
pas separe, il n'existe pas en general de supplementaire de TS. Cela justifie 
la definition suivante: on dira que la variete de Poisson (M, A) est transver- 
salement complete si le groupoide structural Q (resp. le groupoide derive V) 
possede un supplementaire NS de TS (resp. invariant par Taction de P). 

Examples 3.6 (1) Soit T le feuilletage de Af = 5*2 x R - {(A^,0)} defini par 
I'equation dt = 0. En mviltipliant la forme volume canonique uq de 5^ par une 



13 



fonction positive convenable, on pent obtenir une forme volume des feuilles uj 
dont la fonction d'aire ^^2 ^ £ C°°(R — {0}) tend vers +00 quand t tend vers 0. 
Soit a la forme feuilletee representee par uj. Le groupoi'de derive de la structure 
de Poisson A = {T , a) est engendre par la periode 

-/ do,iuj = d{-f Lu) e f7\]R-{0}) 

C'est un sous- groupoi'de de Lie ferme de i'*^. 

(2) Si Ton remplace la 2-forme lu de I'exemple (1) par la 2-forme e wq, le groupoi'de 
derive n'est plus ferme, mais le supplementaire de TS engendre par le champ 
^ + r-^ est invariant par Taction de V. 

Ces deux varietes de Poisson sont integrables d'apres le theoreme |l.3| . On 
exhibe enfin un exemple de variete de Poisson qui n'est pas transversalement 
complete: 

(3) Soit M le complementaire dans S*^ x 5^ x M de la reunion des deux ensembles 
5*^ X {A^}x] - cx3,0] et {N} x 5^ x [0, +oo[. Lc feuilletage en produit de spheres 
induit un feuilletage J- dcfini par une submersion /: M — > K. Soient pi et p2 les 
projections de S*^ x S^ sur chacun des facteurs. La forme feuilletee symplectique 
(T representee par e~* PiVo + e* P2VQ dcfinit une structure de Poisson A sur 
M. Le groupo'ide derive V est engendre par la 1-forme e~'^dt au-dessus de M_ = 
/~^(]— oo,0[) et par la 1-forme TOe*(ii au-dessus de Af+ = /~^(]0, -|-oo[). La forme 
conormale dt en tout point de la feuille f~^{0) est simultaneement adherente 
aux nappes de periodes definies par e~*dt au-dessus de Af_ et e*dt au-dessus 
de Af+. L'invariance d'un supplementaire NS par Taction de ces deux nappes 
entrainerait que le champ vertical -^ est normal en restriction a /^^(O) ce qui 
n'est evidemment pas possible. 

3.8 Groupoi'de structural de I'integration de Poisson 

Soient Aq — {J-'o, ctq) une structure de Poisson sur une variete Mq et A = {J-', a) 
la structure de Poisson relevee sur M = Ili{!Fo). Le fibre conormal 1^*7^ est le 
fibre vectoriel image reciproque du fibre conormal i>*J-o par ag et f3o. On se 
propose de montrer qu'il en est de meme pour les groupo'ides structuraux Q et 
Go de A et Aq. Pour cela, il suffit dc dcmontrer le lemme suivant: 

Lemme 3.7 Le groupoi'de derive V de A est I'image reciproque du groupoi'de 
derive Vo de Aq par ao et I3q . 

Demonstration Si U,q est un representant de la classe di[Ao], alors la classe 
di[A] est representee par O = agJ7o — /^o^o- Pour toute sphere s tangente a la 
feuille de T passant par u G Mq, la periode 



(3.8.5) / n = al{ ^o)-/3o(/ ^0) 

JaQos J Pqos 
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D 'autre part, toute sphere so tangente a la feuille Lq de J-'o passant par u se 
releve par Pq en une sphere s tangente au revetement universel a^ (u) de Lq. 
Leurs periodes spheriques sont rehees par 



(3.8.6) 



n^-p*i f^o) 



So 



D'apres (3.8.5) et (3.8.6), Vq est la restriction de P a Mq. Par ailleurs, la con- 



nexion partielle de Bott trivialise V en restriction aux fibres de ao et de /3o car 
celles-ci sont simplement connexes. D'oii le resultat. □ 

Proposition 3.8 Le groupoi'de structural p: Q -^ M de A est I'image reciproque 
du groupoi'de structural po'- Go —>■ Mq de Ag par ao et /3o. En outre, si S et 
So sont les feuilletages image reciproque de J- et To par p et po, alors la forme 
de Maurer-Cartan $ G ii^{S\v* S) de Q est I'image reciproque de la forme de 
Maurer-Cartan $0 G ^^(^o; v*So) de Qo par ao et Po- ^ 



4 Integration symplectique 

Soit Aq = (.Fo,cro) une structure de Poisson sur une variete Mq. Dans cette 
section, on va demontrer le theoreme 1.3. On rappelle son enonce: si 



Hi) tout cycle evanouissant de To est trivial, 

H2) le groupoi'de structural Qo est un groupoi'de de Lie, 

H3) la variete de Poisson (A/o,Ao) est transversalement complete, 

alors (Mq, Aq) est integrable. 

Soit A = {T,(j) la structure de Poisson relevee sur M ~ Ili{To)- Intcgrcr 
(Mo,Ao) va consister a completer I'integration de Poisson (M, A) en un dia- 
gramme 



{Go,Vo) 



(r,??) 



(M,A) 



Po 



(Mo,Ao) 



oil (r, 7]) est un groupoi'de symplectique, {Go,Vo) est un sous-groupoi'de de Poisson 
presymplectique (voir m) et i et n sont des morphismes de Poisson. 

De fagon precise, on cherche a construire une extension F du groupoi'de 
d'homotopie M par le groupo'ide structural Qo qui integre I'extension d'alge- 
bro'ides de Lie ( 2.3.2] ). L'hypothese (-^2) fournira done le noyau de I'extension. 
On rcmarque que le groupo'ide structural Q de (A/, A) sera de meme un groupo'ide 



15 



de Lie abelien JT-feuillete d'apres la proposition 3.8. La demonstration se fera en 
trois etapes: 

1) Integration cohomologique: on montrera que la classe di[A] G H"{J-,!Fq]1'*J-) 
s'integre en une classe v £ H^{M, AIo;V); celle-ci sera la classe d'un cocycle 
sur M a valeurs dans Q qui est cohomologue a zero en restriction a AIq. 
L'hypothese (Hi) (i.e. la separation de M) interviendra dans cette etape. 

2) Integration dijferentiable: cette etape se decomposera en trois nivaux 

i) on construira a I'aide du cocycle un fibre principal n: T ^ M de groupoide 
structural Q qui sera trivial en restriction a Mq; 

ii) on construira une connexion J^-partielle Q sur le Q-Sbre principal F; 

iii) on montrera que la courbure fJ de 9 represente la classe di [A] qui deviendra 
ainsi une vraie classe de Chern. 

3) Integration symplectique: il y aura encore deux niveaux difFerents 

i) on construira une forme symplectique rj telle que tt: (r,77) -^ (M, A) soit un 
morphisme de Poisson a fibres isotropes. L'hypothese (H^) n'interviendra que 
pour construire rj dans le cas oil I'espace total F n'est pas separe. 

ii) on montrera que les projections a et /3 ferment une paire duale complete 

(au sens de [g^) ce qui definira une structure de groupoide symplectique sur F 
d'apres Q. 

4.1 Integration cohomologique 

Un cocycle sur M a valeurs dans Q est un couple {{Ui}, {ry}) forme d'un 
recouvrement ouvert U — {Ui} et de sections Ty-: Ui CiUj ^^ G telles que 

i) Tii = sur C/j, 

ii) Tij - Tik + TjTc = sur Ui n Uj n Uk- 

Un tel cocycle represente une classe dans le groupe H^{U] G) de cohomologie de 

U a valeurs dans le faisceau £ des germes de sections de G- Cette classe definit 

par passage a la limite une classe r dans le groupe II^{M; G) de la cohomologie 

de Cech de M a valeurs dans le faisceau £ (voir |^). De facon generale, cette 

cohomologie verifie les proprietes suivantes: 

i) Si les cycles evanouissants de J-q sont triviaux, la variete M est separee et done 
la cohomologie de Cech H*{M; G) est isomorphe a la cohomologie H*{M; G) de 
M a valeurs dans le faisceau £ (voir [gj). 
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ii) Pour toute paire (M, Mq), on a une suite exacte longue 

. . . ^ H'^iM, Mo; g) -^ H^iM; G) ^ ff^(Mo; ^o) ^ . . . 

et puisque les applications induites par ao et /3o sont des sections de eg, celle-ci 
se decompose en suites exactes courtes: 

(4.1.1) ^ H'^iM, Mo; Q) -^ H'^{M; Q) -^ H'^{Mq; 5a) -^ 



iii) La suite exacte de groupoides de Lie ( 3.5.2| ) induit une suite exacte de fais- 



ceaux ^ 7-" — > v*T ^ G ^^ 0. Celle-ci induit une suite exacte longue 

. . . ^ ff9(M, Mo; P) -^ Hi{M; Mq; K^*T) -^ m(M, Mo; g) -^ • • • 

dont le cobord 6: Hi{M,Mo; g) -^ Hi+^{M,Mo;V) est un isomorphisme car le 
faisceau }^*^ des germes de 1-formes relatives est mou (voir [gj). 

iv) Soient ip^ le faisceau des germes de 1-formes basiques et Q le faisceau quotient 

(j)^ /v. La suite exacte de faisceaux Q ^ V — > 4>^ — > Q ^ induit une suite 
exacte longue 

(4.1.2) . . . ^ Hi{M, Mo; V) -^ H%M, Mo; (/>') -^ H^M, Mo; Q) ^ . . . 

Soit Fu la fibre de la submersion ao- M ^ Mo en un point u de Mq- Les 
inclusions des fibres Fu dans M induisent des niorphismes de restriction qui 
rendent commutatif le diagramme suivant: 

7* k* 
H^M,Mo;V) H^{M,Mo;<p^) H^M,Mo;Q) 

(4.1.3) I pv I P01 I PQ 
UH'{Fu;V\pJ ^-^"^ . UHHF^;4>^\pJ ^^"^ > UHHF^;Q\pJ 

v) D'apres H, on a un isomorphisme I*: H'i{T, To; v*T) -^ ^{M, Mo; (j)^). En 
restriction aux fibres F^ , cet isomorphisme induit des morphismes Z* qui rendent 
commutatif le diagramme suivant: 

I* 
H^{T,To;v*T) >■ H^M,Mo;cj)^) 

(4.1.4) Pjc- I I p^i 
nueMoHHF^;u*T\pJ -^^^ UueMo HHF^;<f>^ \pj 

On remarque que le groupe H^{Fu;v*T\p ) est isomorphe au groupe de coho- 
mologie de De Rham H^{Fu; K^o) = i?^(F„;R"). 
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vi) Le faisceau restreint V\p est le faisceau constant dont la fibre est la fibre 
(■po)u — Z"" de Po en u. Done le groupe H'^{Fu]V\p ) est isomorphe au groupe 
de cohomologie singuliere H'^{Fu;{Va)u) — H'^{Fu','^^)- On a la factorisation 
suivante: 



(4.1.5) 



H^{F^;r\pJ 



j;; 



HHF^;(l,^\p) 



h* 

t2 



i: 



H\F,,,v*T\pJ 



L'hypothese d'integrabilite cohoniologique est une reformulation du critere 
d'integrabilite de P. Dazord (|p[). Le theoreme suivant va montrer que ce critere 
est effectivement verifie pour les varietes de Poisson considerees: 

Theoreme 4.1 Une variete de Poisson (Mq, Aq) qui verifie les conditions {Hi) 
et (H2) est cohomologiquement integrable,i.e. il existe v g H^(AI, Mq'tV) telle 
que j*v ^ di[K\. 

Demonstration Solent Q, un representant de la classe di\K\ et ri„ sa restriction 
a la fibre F^. On va montrer que la construction d'un antecedent v de di[K\ se 
ramene a la construction de classes entieres Uu G H'^{Fu\ 'P\p ) qui "integrent" les 
classes reelles [ilu] G H^{Fu\v*!F\p ). D'apres I'exactitude de la suite ( 4.1.2 ), 



la classe di[A] se remonte en une classe v si et seulement si la classe projetee 
k*{di[K\) est nuUe. Si Ton considere le diagramme ( 4.1.3| ), on obtient: 



PQ{k*{di[m^{K}{pAdAK])) 



Or, d'apres le theoreme 6.1 (que Ton prouvera dans §6), le morphisme de restric- 
tion 

Pq:H\M,Mo;Q)^ [] H\F,,-Q\pJ 
ueMo 

est injectif car les fibres F^ sont simplement connexes. II s'ensuit que k*{di[A]) = 
si et seulement si la famille de restrictions 

P^i(di[A]) = {C[f^„]}e n H^iPu-A'lpJ 



(voir le diagramme (4.1.4)) se projette par {fc*} sur la classe nulle. Pour cela, il 
faut et il sufRt que les classes reelles [r2„] possedent des antecedents entiers Vu 
car 

fuM ^ lUKiiyu)) ^ ili^u] 



d'apres la factorisation (4.1.5) 
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Enfin, les fibres Fu etant simplement connexes, I'integration de Q sur les 
spheres tangentes aiix fibres definit des classes 

telles que /i^(^'u) — [^u]'-, d'ou le theoreme. □ 

4.2 Integration differentiable: construction du fibre prin- 
cipal a groupoide structural 

La notion de fibre principal a groupoide structural est due a A. Hae- 

a 

fliger (0). Solent H ', Hq un groupoide de Lie, F une variete munie d'une 
application differentiable p: T -^ Hq et 

r Xho H = {(7, h)eTxH: a(7) = p{h)} 

le produit fibre correspondant. Une action a droite de 7i sur T est une 

application differentiable (7, h) €T x-Ho 'H '— ^ 1-h € T verifiant des proprietes qui 
generalisent celles de Taction d'un groupe (voir Q). On dira que Paction est 
propre si I'application (7, /i) £ F x^^ 7i t-^ (7, 7. ft,) e F x F est propre. De fagon 
concrete, une action libre ct propre definit une structure de 7Y-fibre principal 
tt: F ^ M = T/n. 

On supposera desormais que H est le groupoide structural Q de {M, A) et Ton 
rappelle que celui-ci est un fibre en groupes abeliens ^-feuillete. 

Les notions d'atlas fibre et cocycle s'etendent de faqon naturelle au cas des 
fibres principaux a groupoide structural. Ceux-ci sont classifies par la classe 
T e H^{M;G) d'un cocycle (voir jl^). Un ^-fibre principal au-dessus de M est 
trivial en restriction a Mg si et seulement si le cocycle induit est cohomologue a 
zero. Puisque la suite ( [1:.1.1| ) est exacte, ce sera le cas si la classe r est relative. 

Proposition 4.2 L 'integration cohomologique v £ H^{M,Mo;V) de (Afo,Ao) 
est representee par un cocycle qui definit un Q -fibre principal vr: F ^ M . De 
plus, ce fibre est trivial en restriction d Mq . 

Demonstration La classe r — 5~^v £ H^{M,Mq;Q) est representee par un 
cocycle {{Ui},{Tij}) sur M a valeurs dans Q. Soit F le quotient de la reunion 
disjointe U^Itt. par la relation d'equivalence qui identifie g dans G\tt. avec 
g + Tij{p{g)) dans Qljj.- La projection p: IJ0|[/.^ M passe au quotient en une 
submersion surjective tt: F ^ M. La projection ip: ]J Qljj.^ F se restreint en un 
diffeomorphisme ^-equivariant "0^ qui rend commutatif le diagramme suivant: 



g\u^ 1^^ n~\U.) 



Ui 
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Done son inverse Lpi est une carte de trivialite locale. L'atlas fibre {(L'i,(^i)} 
dcfinit une structure de Q-fihre principal sur F. Puisque la classe r est relative, 
ce fibre est trivial en restriction a Mq et Ton a le diagramme suivant: 



(4.2.6) 



oil la section nuUe sq de po definit une section e de tt au-dessus de A/q. □ 

On remarquera que pour I'essentiel cette construction correspond a la cons- 
truction d'une realisation isotrope de Libermann par P. Dazord dans [p|. 

4.3 Integration differentiable: construction d'une conne- 
xion jF-partielle 

La projection q: v* T -^ Q est I'application exponentielle de I'algebroi'de de 
Lie V* !F sur Q. A toute section jjl de v* T, on associc Ic champ fondamental 
/x* defini par 

K = ^(7-9M)li=o , 7 G r 

Soit iS le feuilletage image reciproque de T par tt. Une 1-forme de connexion 
J^-partielle est une 1-forme feuilletee 8 S ^^(5; v*S) a valeurs dans I'algebroi'de 
de Lie 1^*5 qui verifie les deux conditions suivantes: 

1) Q{iJ*) — 7r*/i pour toutc section ji de I'algebroi'de de Lie v*!F. 

2) 8 est ^-invariante, i.e. pour toute section feuilletee jl de Q^ on a: 

(i?^)*8 = 8 
oil Rj^ est la translation a droite correspondante pour Taction de Q sur F. 

Exemple 4.3 L'action {111,112) € i^*^ Xm v*T i-^ a*i + A*2 G v*T est libre et 
propre. Le fibre conormal v*T est done muni d'une structure naturelle de fibre 
principal de groupoide structural v*T . La connexion partielle de Bott s'interprete 



(par I'intermediaire de la forme de Maurer-Cartan <&, voir §3.5) comme une con- 



nexion partielle plate (voir §4.4) 



La donnee de la connexion partielle plate <1> sur Q est essentielle pour I'existence 
de connexions partielles sur F: elle jouera le meme role que la connexion cano- 
nique des trivialisations locales d'un fibre principal classique. 

Proposition 4.4 Le Q-fibre principal tt; F — > Af possede une 1-forme de con- 
nexion J- -partielle relative 8 G Q} {S , Tf)] v* S) . 
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Demonstration Soit {{Ui,ipi)} un atlas fibre dont le recouvrement sous-jacent 
est localement fini. Soit {pi} une partition de I'unite subordonnee. La 1-forme 
feuilletee Qi = ip*^ G i7^(iS|jj.;z^*iS|jy.) est une 1-forme de connexion particUe 
sur I'ouvert Tr^^{Ui). Alors on verifie aisement que 

est une l-forme de connexion partielle sur T. 

II reste a montrer que la 1-forme feuilletee Q est relative, c'est-a-dire que 



£*0 = oil £ = ioSQ, voir le diagramme (4.2.6). Or la 1-forme de connexion 
partielle induite i*& est la 1-forme de Maurer-Cartan $o de Go et celle-ci est nulle 
en restriction a Mg d'apres (3.6.4). II s'ensuit que e*Q — Sq(**6) — sJ'I'o = 0. □ 



En restriction a chaque ouvert C/,, la difference Q — Qi des connexions partielles 
Q et Qi = ip*^ se projette en une 1-forme feuilletee relative 9i. Le resultat suivant 
caracterise le recollement de connexions partielles locales: 

Proposition 4.5 Soit Tij le cocycle qui definit le Q-fibre principal T. Les 1- 
formes feuilletees relatives 9^ verifient 6j — 9i — djrTij — t* $. Reciproquement, 
toute famille de 1- formes feuilletees relatives 9i verifiant cette propriete determine 
une 1-forme de connexion partielle Q £ fl^ {S , J-q; v* S) 

Demonstration Pour toute intersection Ui D Uj, la difference 6j — 6i se releve 
en une 1-forme feuilletee sur Tr~^ (Ui D Uj) donnee par 

7:*ie,-e,) = e,-e, - ^*$-¥'*$ 

= TT^'idjrTi-j) 



d'apres I'identite ( 3.6.3| ). Done 9j ~ 9i — djrTij = r * $ d'apres la propriete 
universelle (3.6.4) de $. Reciproquement, si les 1-formes feuilletees 6i verifient 
cette condition, les 1-formes de connexion partielle 8^ + TT*9i sur 7r~^([/i) se 
recollent en une 1-forme de connexion partielle O sur T. □ 

4.4 Integration differentiable: construction de la courbure 
et de la classe de Chern 

On definit la 2-forme de courbure par djrQ e il^ {S , Tq; v* S) . Comme 
dans le cas classique, la courbure se projette en une 2-forme feuilletee fermee 
n€n^{T,TQ;v*T). 
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Theoreme 4.6 Le morphisme j*: H'^{M, Mq^V) -^ H'^ {T , To; v* T) envoie la 
classe V d'un cocycle sur la classe [fi] de la courhure d'une connexion partielle. 

Demonstration Soit {{Ui}, {tij}) un cocycle qui represente la classe t = d^^h' 
tel que le recouvrement sous-jacent soit localement fini. Soit {pi} una partition de 
Tunite subordonnee. On se propose de construire un representant de la classe j*^ 
en procedant comme dans le cas de 5'^-fibres principaux (cf. 0). Pour cela, on 
definit des 1-formes feuilletees relatives Oi = —J2 Pj dj^Tij qui verifient 9j — 9i — 
dj^Tij. Puisque ces differences sont djr-fermees, les 2-fornies feuilletees relatives 
locales dj^9i se recoUent en une 2-fornie fcuilletee relative globale il qui represente 
la classe j*z^ ( cf. H ). Or la courbure de la connexion partielle O construite dans 
la proposition |4.5| est donnee par dgQ = d^i^i + '^*(^i) — 7^*dj76i — 7r*n. Bref, 
j*!^ = [fi] est la classe de la courbure 51 de la connexion partielle 8. □ 

La classe [ft] e H^{J-,J-q\v*!F) sera appelee la classe de Chern reelle du 



5-fibre principal tt: F ^ M. Le theoreme 4.6 justifie la terminologie suivante: on 
dira que v = 5t ^ H^{A1, Mq; V) est la classe de Chern entiere (cf. P|, P). 

Corollaire 4.7 La classe derivee di[A] est la classe de Chern reelle de T. □ 

4.5 Integration symplectique: construction de la structure 
symplectique 

Soit a e fl'^ {J^ , J-'o) la forme feuilletee symplectique de la structure de Poisson 
relevee A sur M. Dans cette etape, on cherche a construire un representant 
symplectique rj de la forme feuilletee relevee Tr*a £ ^^{SjJ-'o). 

On fixe tout d'abord un couple de decompositions adaptees de TMq et TM. Si 
les groupoi'des structuraux Qo et G sont separes, il existe des decompositions de 
TQo et TQ adaptees a celles de TAIq et TM. Si ce n'est pas le cas, il faut utiliser 
I'hypothese {H^) pour obtenir de telles decompositions. Celles-ci definissent des 
decompositions adaptees de TV en restriction aux ouverts de M qui trivialisent 
TT. Par un argument de partitions de Tunitc, on obtient une decomposition de 
TT adaptee au couple de depart. La projection n induit alors un morphisme de 
complexes qui rend commutatif le diagramme suivant: 

n^''}{M,Mo) — ^— r!i'*(r,Mo) 

Soit uj le representant pur de a. La 2-forme feuilletee fl € ^^ {S , To; i^* S) 
determinee par la 3-forme pure difiUj est la courbure d'une connexion partielle @ 
sur r. Le representant pur 9 £ 51^'^ (F, Mq) de 8 verifie done do^id — TT*difiU!. 
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La 2-forme relative ^ — 7t*uj — 9 represente Tr*a. Les composantes pures de 
dS, de type (0,3) et (1,2) sont nuUes. La composante pure de type (2,1) est 
do,i-fermee et done represente une classe dans le terme E^' {S,Tq) de la suite 
spectrale de Leray-Serre de la paire (F, Mq). 

Lemme 4.8 Les fibres de a: F — > M — > Mq sont simplement connexes. 

Demonstration Pour tout point u G Mq, le Q-Sbre principal vr: F ^ M induit 
un fibre principal tt: a~^{u) —> a^ {u) dont le groupe structural Gu est la fibre 
de G en u. La connexion Q induit une connexion usuelle sur ce fibre principal 
dont la courbure est la restriction de fi a aQ^{u). On considere la suite exacte 
d'homotopie 

... ^ Tr2{aQ^{u)) —^ TTiiGu) = Tu — > 7ri(a"^(u)) > Tri{a^'^{u)) = 

Le bord 9, envoie la classe d'homotopie d'unc sphere s tangente a Oq" (u) sur la 
periode /^ fl d'apres flj]. II est done surjectif; d'oii le lemme. □ 



Le lemme L8 implique que le terme E^' (5, J-q) = d'apres 0. II existe done 



une cio,i-primitive ( e il'^'°(r, Mq) de la partie pure de type (2, 1) de d^. 

Proposition 4.9 La 2-forme relative 

Tj = t:*lo — — C 

est un representant symplectique de Tr*a et done tt: (F,7y) — > (M, A) est un mor- 
phisme de Poisson a fibres isotropes. 

Demonstration. La 3-forme relative dr/ ~ (i2,-i^ — f^i.oC est pure de type (3, 0) 
et (io,i-ferniee, c'est-a-dire que drj est une forme basique qui s'annule sur Mq. 
Done T] est un representant ferme de 7r*a. II reste a prouver que rj est a noyau 
nul. Soit X un vecteur tangent a F en 7 tel que 

(4.5.7) ij^r] = ij^Tr*uj — i^O — i^C, = 

Pour tout vecteur vertical F, on obtient Q{Y){X ') — — ixOjY) = ixvO^) = 0- 



Le vecteur X est done tangent a 5 et I'identite (|4.5.7) se reduit aux identites 



ij^Tr*uj = et ij^9 = 0. Or, la premiere identite implique que X est vertical et 
done X — d'apres la deuxieme identite. □ 



4.6 Integration symplectique: construction de la structure 
de groupoi'de symplectique 



On se propose de finir la demonstration du thcorcme 1.3. D'apres la proposi 



tion L£, les projections a: (F, 77) — » (Afo,Ao) et /3: (F, 77) — > (Afg, — Aq) torment 
une paire duale stricte (|g3)- I^ "^^ reste done plus qu'a verifier la proposition 
suivante: 



23 



Proposition 4.10 La paire duale stride {a, (3) est complete. 

Demonstration II sufRt de montrer que tt: (F, ry) -^ (M, A) est un morphisme 
de Poisson complet car la projection a^: (M, A) -^ (Mo,Ao) est complete. On 
rappelle que tt est complet au sens de [p| si pour toute l-formc /i sur M a 
support compact, le champ Y defini par iy?7 — — 7r*/i est complet. Puisque tt est 
un morphisme de Poisson, le champ Y se projette sur le champ complet X defini 
par ixoJ = — Mo.i oii /io,i est la partie pure de type (0, 1) de /i. D'autre part, on 
a: 

0(F) = iy0 = —iyV + iyTi"*^ ~ t^* ^J■ — t^* ^J■o,l = 7r*/ii,o 

Le champ Y est done un champ invariant par Taction de Q qui se projette sur le 
champ complet X . On en deduit que Y est un champ complet. □ 

D'apres la caracterisation des groupoi'des symplectiques (Q]), toute paire duale 
complete est un groupoi'de symplectique et done (T,r]) realise I'integration sym- 



plectique universelle de (Mq, Aq) ce qui acheve la preuve du theoreme 1.3 



5 Obstruction a I'integrabilite 

Soit (r, 77) I'integration symplectique universelle d'une structure de Poisson 
Ao = (jFojCTo) sur une variete Mq. Le but de cette section est de prouver le 
theoreme |l.5|, c'e st-a-dire de montrer que les conditions de regularite repertoriees 



au theoreme 1.1 sont bien necessaires pour pouvoir integrer la structure de Pois- 
son Aq. Ce faisant, on reactualise dans notre contexte les travaux de P. Dazord 
en leurs donnant leur sens veritable qui est de representer di [A] comme une classe 



de Chern ainsi qu'elle a ete introduite et decrite au §4.4. La demarche consistera 
a retrouver en ordre inverse les differentes etapes detaillees a la section 4. 

On supposera pour simplifier que Ili{!Fo) est separe meme si le theoreme ^^ 
reste valable dans le cas general des varietes de Poisson regulieres. 



5.1 Extensions de groupoi'des de Lie 

Le sous-groupoide d'isotropie IsT = {7 £ F: 0(7) — /3(7)} de F est 
plonge, ferme et distingue dans F. II n'est pas en general a fibres connexes, mais 
ce sera le cas pour la composante connexe A/q de Mq dans IsT. L'action naturelle 
a droite de A/q sur F est done libre et propre. D'apres le critere de Godement 
(|2^), le quotient M = F/TVo est muni d'une structure de variete pour laquelle 
tt: r ^ M est un fibre principal de groupoide structural TVq. 

La variete quotient AI hcritc de F une structure de groupoide de Lie a fi- 
bres simplement connexes qui s'etale sur Ili{To)- D'apres (l9|, ils sont en fait 
isomorphes. Bref, on a une extension de groupoides de Lie 



24 



AAo 



- A/ = ni(^o) 



(5.1.1) 



/3 



/3o 



Mo 



On s'interesse a I'extension infinitesimale associee. On rappelle que: 

i) la projection ao induit un isomorphisme ag*: ^--m -^ 'X.(J-q) ou Cm est I'algebre 
de Lie des champs invariants a gauche sur M (voir |Il|); 

ii) I'algebre de Lie £r des champs invariants a gauche sur F est I'image du 
morphisme injectif d'algebres de Lie 

a* = ri*oa*: n\Mo) — > X(r) 

qui, a toute 1-forme ^, associe le champ Y — a^ defini par iyTj = —a*^ (voir 

i)- 

Alors puisque la projection a est un morphisme de Poisson, on obtient un 
isomorphisme de suites exactes d'algebres de Lie 

— >- C^fg >- Ct Cm — - 



(5.1.2) 







^\M^,T^) 






A* 



ao* 



n^o) 







oil TT* est le morphisme d'algebres de Lie induit par tt. 

Bref, I'extension d'algebroi'des de Lie (2.3.2) est I'extension infinitesimale as- 
sociee a I'extension de groupo'ides de Lie ( 5.1.l| ). En particulier, on a le resultat 
suivant: 

Proposition 5.1 Le fibre conormal h'*J-o est Valgebro'ide de Lie de Aq. □ 
5.2 Action structurale, isotropie et groupoide structural 



D'apres la proposition 5J^ et le diagramme ( 5.1.2 ), a*: fi^(Afo,-?i)) — > Cv est 
Taction infinitesimale associee a Paction de A/o sur F. Puisque le morphisme de 
Poisson a est complet (voir H), les champs verticaux a'^/x sont complets. Si Ton 

note (^" ^ leurs flots. Taction infinitesimale s'integre en une action a droite du 
groupoide v* J-f) sur F 



(5.2.3) 



(7,m) 



vf'{l) 



qui releve Taction structurale de A/q sur F (cf. 0). Son isotropie Zq est en- 

gendree par les 1-formes relatives /i pour lesquelles (^" ^ est I'identite. Par 
construction, Ao est le groupoide quotient v* J-q/T^. 
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On montre aisement que Taction (5.2.3) est propre et done que celle de A/q est 



libre et propre. Bref, on retrouve la structure de A^o-fibre principal sur F comme 
une consequence de la completion de a. 

5.3 Construction du fibre principal a groupoide structural 

Soit A = (jF, a) la structure de Poisson relevee de Aq sur le groupoide 
d'homotopie M — J\\(Tq). D'apres Q, la projection vr: (r,7y) -^ {M,K) est 
une realisation isotrope de Libermann, i.e. un morphisme de Poisson com- 
plet a fibres connexes separees et isotropes. La completion de tt entraine que tout 
champ vertical Y = vr'^/i defini par iyjy = — 7r*/i est complet et son flot est note 

L'action de v*T sur F definie par 

(5.3.4) Txmv*T — > V 

(7,m) "-" fiil) 



est le relevement par ao de Faction a droite (5.2.3) de i'*To sur F. Son isotropic 
I est I'image reciproque par ag et /3o de I'isotropie Iq de Faction bilatere de v*J^q 
sur F. Les projections ao et /3o definissent alors un meme groupoide de Lie image 
reciproque M = v*T jT. 

L'action de TV sur F est libre et propre et done F est muni d'une structure 
de TV- fibre principal au-dessus de M. Celle-ci est essentiellement identique a la 



structure de TVo-fibre principal decrite au § 5.2 : le groupoide TV est le modele local 
commun. 

5.4 Construction de la connexion jF-partielle canonique 

Soit Y = TT'^/i le champ vertical complet defini par une l-forme relative /x sur 
M. La courbe integrale de Y passant par 7 £ F s'ecrit 

II s'ensuit que Y est le champ fondamental de Faction de TV sur F associe a la 
section fj, de I'algebroide de Lie i/*!F. 

Soit S le feuilletage image reciproque de J- par tt. A toute decomposition de 
TMo, on associe la l-forme feuilletee O G f^^(i5; 1^*5) donnee par 

oil ni^o est la partie pure de type (1, 0) de la l-forme /x pour la decomposition de 
TM adaptee a celle de TMq. 

Proposition 5.2 La l-forme feuilletee Q est une l-forme de connexion J--par- 
tielle relative surT que Von appelera canonique. 
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Demonstration Pour toute 1-forme relative n sur M, la 1-forme 8 verifie la 
relation 8(7r^/i) = 7r*/i. L'invariance de est obtenue en remarquant que Ton a 

(5.4.5) (V'l )*© - = ^*f^.FM 

Si I'on pose Y — Tr^^/i, alors la 1-forme feuilletee iydsO est nuUe. En efFet, pour 
toute 1-forme /ii sur M, on a: 

dsQiY, Fi) = lydseiYi) - iy^dsOiY) ~ e([r, Fi]) = T:*{ix^dfi + {fi, ^i}) = 

oil le champ Yi = vr'^/ii sc projette sur le champ Xi = A'^/ii. II s'ensuit que 
LyQ = iyd^G + dsiyO = ds{iyQ) ~ ds{Tr* fi) ~ Tr*djr^ 



et done 

d 

di 



(^n*0 = (¥'r)*%0 = ^*d:Ffi 



L'identite (5.4.5) s'en deduit par integration. Enfin, puisque I'involution l est un 
isomorphisme antisymplectique, on a l*& = —0 ct done la 1-forme de connexion 
partielle est relative, c'est-a-dire 9 £ il.^{S,To': 1^*3). □ 

Proposition 5.3 La classe de Chern reelle du J\f- fibre principal T est egale a la 
classe derivee di [A] . 

Demonstration Pour tout couple /^i,/i2 G ri°'^(A/), on a: 

drQ{Yi,Y2) = -e([ri,r2]) = -vr*{Mi,M2}i,o 

oil Yi est le champ horizontal n'^^i. La courbure de Q est done donnee par 

ori Xi — ^"^ iJ-i et w est le representant pur de type (0, 2) de a. □ 

5.5 Obstruction a I'integrabilite 

D'apres la proposition p.3| , les periodes spheriques derivees de A sont les 
periodes spheriques de la courbure 11 de la connexion partielle canonique O. 
Comme dans le cas des S'^-fibres principaux (voir p4[|), on en deduira la propo- 
sition suivante: 

Proposition 5.4 L'isotropieXo de I'action de i'*J^o surT est egale au groupoide 
derive Vq . 
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Demonstration Pour tout u G Mq, Ic JV-Hhre principal tt: F — > M induit un 
fibre principal n: a^^{u) — * Uq (u) dont le groupe structural Mu est la fibre de 
Af en u. Toute sphere s tangente a a^ (u) se releve en un disque D tangent 
a a~^{u). Son bord est la courbe integrale C passant par u d'un champ tt^/x 
associe a un element ^ de I'isotropie I. Reciproquement, puisque la fibre a~^{u) 
est simplement connexe, une telle courbe est toujours le bord d'un disque qui se 
projette par tt sur une sphere tangente a a^ (u). Alors on a 

7r*(/"f7)= / djre= /" e = 7r> 

Js J D Jc 

Bref, I'isotropie X est egale au groupoide derive V au-dessus de I'espace des unites 



Mq. II s'ensuit que Xq — 'Po d'apres le lemme 3.7 



D 



D'apres la proposition 5.4, on obtient le theoreme suivant dont le theoreme 



est une consequence immediate: 

Theoreme 5.5 Le groupoide de Lie Nq est egal au groupoide structural Go de 
la variete de Poisson (Afo,Ao). □ 

6 Cohomologie des submersions 

L'objet de cette section est de demontrer le resultat de cohomologie utilise 



dans I'integration cohomologique (voir le theoreme 4.1) 



6.1 Cohomologie relative des submersions 

Solent M une variete, B une sous-variete de M et tt: M —^ B une submersion 
surjective. Solent Qo un faisceau de base B et Q le faisceau image reciproque 

Le faisceau de Leray T-f^ij:) est engendre par le prefaisceau qui, a tout ouvert 
V de B, associe le groupe H''{'k^^{V), V; Q); la fibre de b est la limite inductive 

n'{7r){b) = Urn H^7:-\V), V- Q) 
bev 

Les morphismes induits par les inclusions de Fi, dans 7r^^(T/) definissent par 
passage a la limite un morphisme pb'- 'W(7r)(&) -^ H'^{Fb, b; Q) qui n'est en general 
ni injectif, ni surjectif. En fait, pb est un isomorphisme si {T^~^iV)} est un systeme 
fondamental de voisinages de Ft; c'est le cas si Fb est compacte (voir M). On 
considere la suite spectrale de Leray-Serre de cohomologie relative de la 
paire (Af , B) (voir §) 

EP^\n) = ffP(B;H'?(7r)) =^ HP+^M,B; Q) 
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Le terme E2'^{it) s'identifie aux sections T{H'^{ti)) de H'^in). En degre q > I, les 
morphismes pt dcfinissent done un morphisme p2'- E2''{tt) -^ YlteB ^'^i^b', Q)- Si 
les fibres Ft sont compactes, alors p2 est injectif. Par construction, le diagramme 
suivant est commutatif: 

UbeBH''iPb;Q) 
0— ijM(^) . ijO-^(^) 



(6.1.1) 




oil le morphisme p est induit par les inclusions des fibres Ff, dans M . Si celles-ci 
sont compactes, alors les morphismes p2 et poo sont injectifs. 

Theoreme 6.1 Si les fibres Fi, sont connexes et H^(Fi,;1j) = 0, alors 

i) H^M, B;Q) = pour q = 0, 1; 

a) H^{M,B; Q) = E^^{t:) et le morphisme 



H\M,B;Q)^l[H^{Fb;Q) 



beB 



est injectif. 



En degre 0, on considere le morphisme tt*: H^{B] Qo) — * H^{B] Q). Puisque 
les fibres de tt sont connexes ct cellos du faisceau Qo sont discretes, toute section 
de Q est constante en restriction a chaque fibre. Done le morphisme tt* qui est 
evidemment injectif est aussi surjeetif. En degre 1 et 2, on procedera en quatre 
etapes. L'etude d'une famille de voisinages propres de B dans la lere etape 
permettra de construire dans la 2eme etape un recouvrement {VF„} annihilant 
H^{M,B; Q). Dans la 3eme etape, on verifiera I'annulation de ccrtaines termes 
de la suite spectrale de Cech de {W„}. La preuve du theoreme combinera ce 
resultat avec la comparaison des suites spcctralcs de Leray-Serre des restrictions 

6.2 Tubes de B 

On fixe une mctrique riemannicnne sur M dont la metrique induite sur chaque 
fibre Fi, est complete. A toute fonction continue strictement positive r: B ^ M., 
on associe la reunion W{r) des boules geodesiques fermees dans Fi, de centre b 
et de rayon r{b). Le voisinage W{r) de B sera appele le tube de B de rayon 
r. On montrc tout d'abord deux proprietes des tubes: 

Lemme 6.2 Pour tout tube W — W{r), la projection ■k\\y : W ~> B est propre. 
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Demonstration Pour tout point b <E B, soit Ub un voisinagc compact dc la 
boule geodesique Wb dans Fb- La fonction rayon r ctant continue, il existe un 
voisinage ouvert relativement compact VJ, de b et un voisinagc produit Vb x Ub de 
Ub (oil Ton note Vb I'adherence de Vb) dont I'intersection avec W est un compact 
sature pour tt\w- Pour tout compact K d B, on extrait un sous-recouvrement 
fini {Vi D K}2^^ du rccouvrcment {Vb OK}. Alors 

n 

{TT\wy\K) ^\J{{vnK)x u,) n w 

i=l 

est compact. D 

Lemme 6.3 Pour tout voisinage U de B tel que la projection Trjjy : U ^ B est 
propre, il existe un tube W tel que U C W . 

Demonstration Puisque Tr\ij est propre, toute fibre Ub est compacte et done 

o 

il existe une boule geodesique Wb dont I'interieur Wb D Ub- Du recouvrement 

o o 

ouvert {VftX Wb}, on extrait un rafincmcnt localement fini {V^x Wi}. Soit r^ le 
rayon de la boule Wi. La fonction s : B ^ M. dcfinie par s{b) — sup { ri : b £ Wi } 
est une fonction en escalier. Si r. B ^ R est une fonction continue telle que 
r{b) > s{b) pour tout be B, alors U CW = W{r). D 

Enfin, on s'intcresse aux proprietes de la suite spectrale de tt\w'- 

Lemme 6.4 Si W est un tube de B; alors on a 
i) H°iW,B;Q)^0; 

ti) H^W,B:Q) = E°^^\tt\w); 
Hi) les niorphismes 

p:H\W,B:Q)^ H H^Wb; Q) 

beB 

et 

p^:E^^\ir\w)^\{H\Wb;Q) 



bei 



sont injectifs. 



Demonstration Les fibres Wb etant connexes, le faisceau de Leray 'H'^{tt\w) — 0. 

Par consequent, on a: 

i)ffO(W,S;Q)=0; 

ii) H^{W,B;Q)=E°'\tt\w)- 

iii) Puisque tt\w est propre, le morphismc p2: E2'^{it\w) -^ YibeB H'^{Wb; Q) est 
injectif en degre 1 et 2. Done les morphismcs p: H^{W, B; Q) — > Hbes H^{Wb; Q) 
et Poo- El^{'!r\w) — > YlbeB^^(^b; Q) sont aussi injectifs. □ 
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6.3 Recouvrement d'annihilation 

On se propose de construire un recouvrement annihilant H^{M, B; Q), i.e. 
un recouvrement ferme croissant {Wn} de M tel que pour tout n, 

i) Wn est un tube et I'application 7r„: Wn -^ B est propre a fibres connexes; 

ii) le morphisme de restriction H^{Wn+i,B; Q) -^ iJ^(W„, B; Q) est nul; 

iii) le morphisme de faisceaux ?i^(7r„_|_i) — > 7Y^(7r„) est nul. 

Pour cela, on montrc tout d'abord la condition d'annihilation suivante: 

Lemme 6.5 Soient W <ZW deux tubes de B. Si pour point tout b G B, le mor- 
phisme de restriction rf,: H^{Wb; Q) -^ H^{Wh; Q) est nul, alors le morphisme 
de restriction 

r: iji {W, B; Q) -^ H\W, B; Q) 

et le morphisme de faisceaux 

r:n\7r\^)-^n\7r\w) 
sont nuls. 
Demonstration On considere le diagramme commutatif suivant: 

H\W,B;Q) H^iW,B;Q) 

n6eBff'(W;<3) — ^^^^ nKBH'(H'i;C) 



D'apres le lemme 6.4, le morphisme p est injcctif. On en deduit que le morphisme 



r est nul car {rf,} est nul. Par ailleurs, pour tout 6 G _B, on a un diagramme 

■HH^lwM ^^- HHn\wm 

Pb \ \ Pb 



H\Wb;Q) H\Wb;Q) 

oil Pb est un isomorphisme. Par consequent, le morphisme de faisceux r est nul 
fibre a fibre et done il est nul. □ J 

Proposition 6.6 Si H^{Fb;Z) = 0, alors pour tout tube W de B, il existe un 
tube W D W de B tel que le morphisme de restriction 

r: iji {W, B; Q) -> H\W, B; Q) 
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et le morphisme de faisceaux 

r:n\7r\^)-.n\7r\w) 

sont nuls. 

Demonstration Pour tout point b ^ B, soit Ub un voisinage compact de la boule 
geodesique Wb dans la fibre Fb- Puisque H^{Fb]'£) = 0, il existe un voisinage 
compact Ub de Ub tel que le morphisme de restriction r: H^{Ub\ Z) — >■ H^{Ub; Z) 
est nul. La continuite du rayon entraine I'existence d'un voisinage ouvert rela- 
tivement compact Vb de b et d'un voisinage compact Vb x Ub de Ub tel que 

o 

{Vb X Ub) n W est un compact saturc pour tt\w- Soit {V^x Ui} un rafinement 

o 

localement fini du recouvrement ouvert {V^x Ub} de W. Si Ton pose 
U = [JV, xU, D U^ IJF, xU^ D W 

alors la projection t: \fj : U —>■ B est propre. En outre, tout morphisme de 
restriction _ff^(C/f,; Q) ^ H^{Wb:, Q) est nul, car il se factorise atraversiJ^(L/6; Q). 
D'apres le lemmep3|, il existe un tube W D U. Evidcmment les morphismes de 
restriction r;,: H^{Wb; Q) -^ H^{Wb; Q) sont encore nuls, c'est-a-dire W verifie 
la condition du Icmme [6^ . D'oii la proposition. D 

Theoreme 6.7 Si H^{Fb\'L) = 0, alors il existe un recouvrement W = {W„} 
annihilant H'^{M, B; Q). 

Demonstration On definit Wo = B, puis on procede par recurrence. On sup- 
pose construit un tube Wn contenant le tube W{n) de rayon n. Soit U le voisinage 



propre Wn U W{n + 1) de B. D'apres le lemme 3.3, il existe un tube W D U. On 



definit Wn+i comme le tube W associe au tube W d'apres la proposition 6.6. □ 



6.4 Suite spectrale de Cech de W 

Soit 7i^ le systeme de coefficients sur le nerf du recouvrement W = {Wn} qui, 
a tout p-simplexe singulier no < ■ . ■ < Up, associe le groupe 

H^iWno...n,,B; Q) - m{Wn„,B; Q) 

oti Wno...n, = t^„o n . . . n Wn^. Soit ^f^^lW) ^ HP+i{M,B; Q) la suite 
spectrale de Cech attachee au recouvrement W (P]) qui verifie: 

Ei^^w)^ cp{w,w)^ n„o<...<n.^'(^»o...n.,^;Q) 
£;f'«(yy) = hp{W,W) 
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Theoreme 6.8 Soit W un recouvrement annihilant H^{M,B; Q). Alors on a: 

E^'°{W)^0 pour tout p 



ni,i 



E^'\W) = 



Demonstration D'apres le lemme 6.4, H'^{Wn,B; Q) = pour tout n ct done 
Ti'^ = 0. II s'cnsuit que Ef' (W) = pour tout p. D'autre part, il faut montrcr 
que la suite 

E°'\w)^c'^{w,n^) -^El'\w) = c\w,n^)^El'\w)=c^{w,n^) 

est exacte, oii di est la differentielle de Cech 6. Une l-cochaine i^ e C^{W,H^) 
assoeie a tout couple n < m une classe 

ynrr. G H\Wn„„ B; Q) = H\Wn,B; Q) 

La l-cochaine v est un 1-cocycle si pour tout triplet n < ttt. < p, la classe 

en restriction a Wnmp = Wn- Puisque W est un recouvrement d'annihilation, la 
classe i^mp G H^{Wm, B; Q) est nuUe en restriction a Wn- Bref, ly est un 1-cocycle 
si pour tout triplet n < m < p, on a: 

^nm — ^np 

en restriction a ]¥„. Soit /i G C°(>V,7i^) la 0-cochaine qui, a tout n, assoeie la 
classe 

tin = -J^nrneH\Wn,B;Q) 

oil n < m. Cette classe est independante du choix de m. II ne reste plus qu'a 
verifier que S^j, = v. Or, on a /j.^ — Hn = —ti^n = Vnm en restriction a Wnm = Wn 
car la restriction de Hm a Wn est nuUe. □ 

Corollaire 6.9 

H^{M,B;Q)^eI'\W) 

H\M,B-Q)^E^\W) D 



Corollaire 6.10 (i) H^{M,B; Q) = 0; 

(ii) le morphisme de restriction {r„}: H^{M,B;Q) — > YlneN-^^i^n,B; Q) est 

injectif. 
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Demonstration D'apres le corollaire |6.9| , en degre 1 et 2 I'mclusion 
^ E^'JiW) -^ E^-^W) = n H''{Wn,B; Q) 

nGN 

coincide avec le morphisme de restriction 

{r„}: i/^M, B-Q)^\{ H'>{W,,, B; Q) 

neN 

qui est done injectif. En degre 1, ce morphisme est en plus nul, car W est un 
recouvrement d'annihilation. □ 

6.5 Comparaison des suites spectrales 

Proposition 6.11 H'^{M, B; Q) = ^So^(7r) 

Demonstration Les inclusions Wn C Wn+i C M induisent des morphismes 

EI'''{ti) = HP{B;HP{tt)) =^ HP+i{M,B;Q) 

i i 

(6.5.2) EP'\nr,+i) ^ H'P{B-W{T^n+i)) =^ ffP+«(VK„+i, S; Q) 

i i 

^f'*(7r„) ^ HP {B- UP i^n)) =^ HP+'iiWr^B-Q) 

D'autre part, les faisceaux de Leray verifient: 

1) H^in) = 'HP{'Kn) = car les fibres sont connexes; 



2) ■^^(Tr) = d'apres le coroUairc 6.1C; 



3) le morphisme de restriction 7i^(7r„+i) -^ 7i^(7r„) est nul car W est un recou- 
vrement d'annihilation. 
On en deduit que 

Ef{^)^Ef{^,,) = Q 

et le morphisme de restriction 



est nul pour tout p et tout n. En degre 2, le diagramme ( |6.5.2 ) se reduit done 
au diagramme suivant: 
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(6.5.3) 



-^ 



I 

EhH^n+l) 



H\M,B;Q) 



H^Wn+i,B;Q) 



1 



1 

1 



rP{W„.B;a) " E'Jir,,) — 



D'ou la proposition. D 



Proposition 6.12 Le morphisme p: H^{M,B; Q) 
tif. 



IlbeBH^iEb;Q) est injec- 



Demonstration On remarque tout d'abord que le morphisme p coi ncide avec 
le morphisme poo'- E^Itt) — > HbeB^^C-^fc! 2) d'apres la proposition 6.11 . On 
considere le diagramme commutatif suivant: 



(6.5.4) 



E^{n) 



E"J{nn+i) 



„n+l 
roo 



UbeBHHFb;Q) 
I 



0. La restriction i^„+i de 



oii p'^^ est injectif d'apres le lemme 5.4. 

Soit v G H^{M,B; Q) une classe telle que p{i') 
V a W„+i se projette sur u ne cla sse de £'JJ^^(7r„+i) dont I'image par p^^ est 
nuUe d'apres le diagramme (3.5.4). Puisque p^^ est injectif, la projection de 
r^n+i dans E'^J^ij^nj^x) est nuUe. La classe m„+i se remonte done en une classe 
dans E^^^-Kn+i) d'apres le diagramme (6.5.3). L'annulation du morphisme de 
restriction £^^^(7r„+i) -^ i?^^(7r„) implique que la restriction Vn de v k Wn est 
nuUe. En resume, la classe v appartient au noyau du morphisme de restriction 



{r„}. Or, d'apres le coroUaire 3.10, ce morphisme est injectif et done i/ = 0. □ 



Le corollaire 3.10 et la proposition 6.12 demontrent done le theoreme 6.1. On 
finit par une generalisation de ce theoreme en degre arbitraire. 



6.6 Cohomologie des submersions 

Solent tt: M — > i? une submersion surjective, Qq un faisceau de base B et 
Q le faisceau image reciproque tt*Qo. Pour etendre le theoreme |6.1| en degre 
plus grand, on remplace la section globale par une famille de sections locales 
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definies sur les adherences des ouverts d'un recouvrement relativement compact 
et localement fini de B. On construit alors un recouvrement ferme croissant 
{Wn] de M tel que 

i) Wn est un tube de la famille de sections locales et 7r„: Wn -^ B est une 
application propre a fibres connexes; 

ii) le diagramme suivant est commutatif: 

* 

II ^^ \ |o 

De fagon precise, on obtient le theoreme suivant: 

Theoreme 6.13 Si les fibres Ff, sont connexes et H''{Fh; Z) = en degre q < r, 
alors 

i) TT*: H'^(B; Qq) — > H'^{M; Q) est isomorphisme en degre q < r; 

ii) la suite 

^ H-{B- Qo) ^ H-{M- Q) ^ n ^'(^^; 2) 

beB 

est exacte. □ 

Soit !F le feuilletage defini par la submersion tt: M -^ B. Soit (p^ le faisceau 
des germes de p-formes basiques. D'apres |2J, on salt que H'>{AI] (j)P) = E^"''{T). 
On a alors le coroUaire suivant qui generalise le resultat de cohomologie feuilletee 
de§: 

CoroUaire 6.14 Si les fibres Fb sont connexes et les groupes de cohomologie de 
De Rham H^{Fiy) = en degre q < r, alors on a 

-'^ 1 pour q < r 
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